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Resumen

El proceso de ensefianza y aprendizaje de las secciones coOnicas y superficies cuadricas
histéricamente ha presentado ciertas dificultades en la Licenciatura en Mateméticas. Esta
tematica es significativa para la formacion de profesores, por las aplicaciones que tiene intra y
extramatematica. En la investigacion se presenta un taller sustentado en problemas
matematicos, que para su resolucion requieren del programa GeoGebra. Este se concreta a
través de una guia de trabajo, con el fin de apoyar la ensefianza y el aprendizaje de las curvas
y superficies de nivel de funciones de dos y tres variables respectivamente. Este proceso
permite generalizar familias de secciones conicas y de superficies cuadricas a partir de
exploraciones algebraicas y graficas. El trabajo se ha desarrollado con estudiantes de
Licenciatura en Matematicas de la Universidad Pedagogica y Tecnolégica de Colombia, en la
asignatura Calculo Multivariado.

Palabras claves: curvas de nivel; superficies de nivel; secciones conicas; superficies cuadricas;
GeoGebra

Abstract

We present a classroom experience in which a work guide and the GeoGebra program have
been used, in order to support the teaching and learning of level curves and level surfaces of
functions of two and three variables respectively, to generalize families of conic sections and
quadric surfaces from algebraic and graphic explorations. The teaching and learning process of
the conic sections and quadric surfaces has historically presented some difficulties in the
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Mathematics Degree. This subject is significant for the training of teachers, for the applications
that it has intra and extra-mathematics. The research presents a workshop based on
mathematical problems, which require the GeoGebra program for their resolution. The workshop
is specified through a work guide, in order to support the teaching and learning of curves and
surfaces of function level of two and three variables respectively. This process allows to
generalize families of conic sections and quadric surfaces from algebraic and graphic
explorations. This work has been developed with students of Mathematics Degree from the

Universidad Pedagodgica y Tecnoldgica de Colombia, in the subject Multivariable Calculus.
Key words: level curves; level surfaces; conic sections; quadric surfaces; GeoGebra
Introduccion

Existen varios trabajos en relacion a la idea de secciones cénicas y superficies cuadricas con
mediacion tecnoldgica. Se reconoce particularmente a Solis (2016) quien muestra de una
manera grafica y dinamica, “... las diferentes trazas que se pueden realizar sobre una superficie
cuadrica, cuando ésta es intersecada por un plano paralelo a alguno de los planos coordenados

y su implementacién en el programa GeoGebra”.

Por otra parte, un trabajo similar lo hace Anido, Lopez y Rubio (2006) quienes fundamentan y

describen una propuesta sobre

. el ambiente de aprendizaje que se crea cuando se utiliza una herramienta C.A.S.
(Computer Algebraic System), en este caso el Scilab, en la ensefianza de la relaciéon
entre la ecuacion de una superficie y su representacion en el espacio. El computador se
utiliza como una herramienta de aprendizaje. Se eligen superficies cuadricas cuyo
estudio ha surgido a partir de la representacion computacional: las supercuadricas y los
supertoros. Se propone una forma general de obtencion de las graficas, las que a partir
de las ecuaciones paramétricas de las cuadricas hace posible la obtencion de una gran
variedad de familias de superficies cuadricas. Esto como metodologia que estimula el
libre juego creativo del alumno, la exploracion de potenciales propiedades y el

afianzamiento del conocimiento de las cuadricas”. (p.9)

En el ambito del proceso de ensefianza y aprendizaje de las curvas y superficies de nivel de
funciones de dos y tres variables respectivamente, investigadores han ofrecido cursos,

conferencias y ponencias que reflejan las dificultades y avances de estas tematicas referidas en
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la escuela. En particular han sido abordadas en el Congreso Internacional de Educacién
Matematica (ICME), en el Congress of the European Society for Research in Mathematics
Education (CERME), en la Conference of the International Group for the Psychology of
Mathematics Education (PME), en las Reuniones Latinoamericanas de Matematica Educativa
(RELME), Conferencia Iberoamericana de Educacién Matematica (CIAEM) y en Encuentros

Colombianos de Matematica Educativa (ECME).

El marco tedrico que sustenta la investigacion, hace referencia a la visualizacion matematica,
los registros de representacion semidtica, las TIC en el aprendizaje de las matematicas, la

teoria de la resolucion de problemas y la teoria de comunidades de practica.

Con respecto a la visualizacién se concuerda con Arcavi (2003) que "La visualizacién ofrece un
método de ver lo invisible" (p. 216), criterios que se consideran utiles para las clases de
matematicas. En esta investigacion se asume la definicion sobre visualizacion matematica dada

por (Arcavi, 2003, p. 217), pues se ajusta al propdsito del trabajo, al expresar que:

. es la capacidad, el proceso y el producto de la creacidn, interpretacién, uso y
reflexion sobre retratos, imagenes, diagramas, en nuestras mentes, en el papel o con
herramientas tecnolégicas, con el propésito de representar y comunicar informacion,

pensar y desarrollar ideas previamente desconocidas y comprensiones avanzadas".

Por otra parte, segun Guzman (1998, pp. 3 y 4, citando a Duval 1996) “... las representaciones
semiodticas son aquellas en las cuales la produccion no puede hacerse sin la movilizacion de un
sistema semidtico: asi las representaciones semioticas pueden ser producciones discursivas
(en lenguaje natural, en lenguaje formal) o no discursivas (figuras, graficos, esquemas). Esta
produccién no responde unicamente o necesariamente a una funcion de comunicacion: puede

responder también a una funcién de objetivacion o a una funcion de tratamiento”.

En lo referido a la resolucion de problemas se asume la definicion dada por Krulik y Rudnik
(1987), pues establecen que un problema es “... una situacién cuantitativa o de otra clase, a la
que se enfrenta un individuo o un grupo, que requiere solucion, y para la cual no se vislumbra
un medio o camino aparente y obvio que conduzca a la misma”, (p. 4). También se consideran
las fases o estrategias propuestas por Polya (1965) para su concrecion en el aula: orientacion
hacia el problema, trabajo en el problema, solucidn del problema, evaluacion de la solucién y de

la via.
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Por su parte, con respecto a la tecnologia se concuerda con los criterios dados por Lim (2007),
al plantear que la motivacion para utilizar las TIC en la educacion, en particular en la
matematica, esta dada en que promueve en los estudiantes su pensamiento constructivo y les
permite al mismo tiempo trascender sus limitaciones cognitivas, involucrandolos en ciertas

operaciones (cognitivas), que por otros medios, tal vez no hubieran podido lograr.

A través de la revision de la literatura sobre el tema, del analisis de instrumentos como la
observacion participante y de la experiencia de los investigadores, se pudo constatar que
existen algunas dificultades en el aprendizaje de curvas y superficies de nivel para generalizar

familias de secciones coénicas y de superficies cuadricas. Estas puedes resumirse en que:

e Es limitado el empleo de métodos que induzcan a la actuacidn productiva de los

estudiantes para el dominio de las secciones conicas.

e Las actividades asignadas en el aula no propician la experimentacion, busqueda y

exploracion en el estudio de las secciones conicas.

e La construccion del contenido sobre secciones conicas, no se introduce a partir de los

conocimientos existentes y de las experiencias en la vida, relacionadas con la tematica.

e Son insuficientes los conocimientos previos necesarios que poseen los estudiantes para el

estudio de las superficies cuadricas.

e Es escasa la utilizacion y aprovechamiento de los software de Geometria dinamica

existentes para el trabajo con las superficies cuadricas.

Los procesos de ensefianza y aprendizaje de las curvas y superficies de nivel, son parte
fundamental en la formacién de un Licenciado en Mateméticas. Este proceso debe dirigirse a
encontrar y aplicar nuevas formas que permitan que los estudiantes se interesen por la
temética, y se apropien del conocimiento. La guia de trabajo en el aula disefiada e
implementada en este trabajo se dirige a lograr esto, permitiendo la manipulacién y exploraciéon
de estos objetos matematicos, a través de la mediacibn de materiales reales y dibujos
dinAmicos con el software GeoGebra. Se presenta, ademds, el objetivo sugerencias
metodoldgicas, materiales a utilizar y el contenido a desarrollar por los estudiantes.

Poblacién y muestra

Se realizé un estudio de tipo mixto ya que segun Hernandez-Sampieri, Ferndndez y Baptista
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(2014), “La meta de la investigacion mixta no es reemplazar a la investigacion cuantitativa ni a
la investigacion cualitativa, sino utilizar las fortalezas de ambos tipos de indagacion,

combinandolas y tratando de minimizar sus debilidades potenciales”. (p. 532)

Ademas, la investigacion se estructura bajo un disefio de investigacion accion. Segun Minerva,
(2006) este disefo

constituye un proceso de reflexion-accion-cambio-reflexiéon, por y para el
mejoramiento de la practica del docente, mediante la participacién activa de este, dirigido
a superar los problemas y las necesidades del aula, la escuela y la comunidad,

posibilitando el didlogo entre teoria-practica-teoria”, (p. 116).

El disefio de investigacion accion aplicado al contexto del aprendizaje de curvas y superficies
de nivel, propicia la experimentacion, busqueda y exploracion del conocimiento sobre las
secciones conicas y superficies cuadricas. Este proceso estimula y propicia el desarrollo del

pensamiento geométrico, y la independencia cognoscitiva de los estudiantes.

La investigacion se llevé a cabo durante el semestre académico, y participaron 16 estudiantes
de cuarto semestre de la Licenciatura en Matematicas, jornada diurna de la Universidad
Pedagogica y Tecnoldgica de Colombia, inscritos en la asignatura de Calculo Multivariado,

guienes desarrollaron una guia de trabajo.

Para el analisis del aprendizaje, basado en la experimentacion con los sistemas semidgticos de
representacion, en el sentido de los registros usados para denotar objetos matematicos
propuestos o emergentes, en el enfoque cognitivo de Duval (1999): lenguaje natural, algebraico
y grafico, se usaron los métodos y técnicas del nivel empirico (observacion participante,
instrumentos de contenido y triangulacién de informacién), y los métodos estadisticos

matematicos, en particular los programas de analisis cuantitativo y cualitativo SPSS y ATLAS.
Desarrollo

Andlisis de los resultados

Para el trabajo en el aula con el taller se utiliza el software de geometria dinamica GeoGebra.

El procedimiento didactico para el salon de clase se concreta a través de la siguiente guia de
trabajo para construir curvas y superficies de nivel de funciones de dos y tres variables

respectivamente, generalizando familias de secciones conicas y de superficies cuadricas.
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Guia de trabajo Curvas y superficies de nivel.

Objetivo: construir curvas y superficies de nivel de funciones de dos y tres variables

respectivamente, generalizando familias de secciones conicas y de superficies cuadricas.

Sugerencias metodoldgicas: el docente realiza curvas y superficies de nivel a partir de
funciones diferentes a las presentadas en la guia. Con un tiempo prudente en la resolucién
y la asesoria del docente, se puede evidenciar y analizar los procesos de pensamiento

matematico, y los sistemas de representacion semiética usados por los estudiantes.
Materiales a utilizar: guia de trabajo, computador, software GeoGebra.
Desarrollo de la guia.
A. Dada la ecuacion 4x?> —y*> +z = 0:
i. Determine el tipo de superficie llevando la ecuacion de la forma general a la candnica.
ii. Establezca si la superficie es o0 no es funcion. Argumente su respuesta.

iii. Construya en GeoGebra (alternando las vistas graficas 2D y 3D), la animacion que

permite visualizar las curvas de nivel o mapa de contorno (4x* — y* + k = 0).
iv. Escriba la ecuacion e identifique los tipos de curvas si:
a)k =0 b))k < 0 Ok >0
B. Dada la funcién de tres variables f(x,y, z) = x*> — y* — z*:
i. Construya en GeoGebra la animacion que permite visualizar las superficies de nivel
(k=" - y* - 2%)
ii. Escriba la ecuacion e identifique los tipos de superficies si:
ak =0 b))k < 0 Ok >0

Para el desarrollo de las cuestiones se formaron grupos de tres estudiantes, se establecié un
lider, de acuerdo a la teoria de las comunidades de practica de Wenger (1998), y se concluy6

socializando y evaluando los resultados.

En el desarrollo de la guia de trabajo se sugiere la construccion de dos animaciones en el
programa GeoGebra, una relacionada con curvas de nivel y la otra con superficies de nivel. El

docente en el aula de computadores ejemplifica animaciones de curvas y superficies de nivel de
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2 2
funciones de dos y tres variables respectivamente (f(x,y) = xT+yT ; f(x,y) =senx —seny;

f(x,y,2) = y? + x% — 4).
En la Figura 1 se observan las animaciones presentadas por el docente a modo de ejemplo y

los estudiantes analizando las mismas.

Figura 1. Estudiantes analizando los ejemplos de curvas y superficies de nivel. Fuente - Autores

Para las preguntas i, ii y iii del literal A, y la pregunta i del literal B, se establecieron cuatro
variables, en tanto que para la pregunta iv del literal A, y ii del literal B, seis variables una por
cada restriccion de k. Cada una de estas se valoraron de 0 a 5 donde se asigné 0 si no
contesto, 1 si la respuesta era deficiente, 2 si era mala, 3 si era regular, 4 si era buenay 5 si era

excelente.

A partir del procesamiento estadistico con el software SPSS se pudo valorar que la variable que
mas conllevo dificultad fue identificar el tipo de curva de nivel si k < 0, y la variable de mayor
desempeiio sin contar las construcciones en GeoGebra fue la correspondiente a determinar el

tipo de superficie llevando la ecuacién de la forma general a la canonica (ver Figura 2).

IDENTIFICAR TIPO DE CURVA PARA k<0 CONVERSION FORMA GENERAL A LA ORDINARIA

Porcentaje
Porcentaje

DEFICEENTE REGULAR EXCELENTE BUENO EXcELENTE
IDENTIFICAR TIPO DE CURVA PARA k<0 CONVERSION FORMA GENERAL A LA ORDINARIA

Figura 2. Resultados de los estudiantes en el aspecto de mayor y menor dificultad en la guia.
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Se pudo resaltar también a partir del coeficiente de correlacién de Pearson® que hay una fuerte
correlacion entre identificar tipo de curva de nivel si k < 0 e identificar tipo de curva de nivel si
k > 0 al igual que entre tipo de superficie de nivel si k < 0 e identificar tipo de superficie de
nivel si k > 0. En la Figura 3 se puede evidenciar las lineas de tendencia y el coeficiente de
determinacion® permaneciendo cercano a 1, lo que ratifica la relacion directa entre las dos

variables presentadas.

CORRELACION TIPO CORRELACION TIPO
DE CURVA CUANDO DE SUPERFICIE
K<O'Y CUANDO K>0 CUANDO K<0Y...

10 10
0 2 y=09286x+0,33936 0 2 4 6

Figura 3. Lineas de tendencia para variables altamente correlacionadas. Fuente - Autores

Lo que significa que un estudiante que reconoce el tipo de curva o de superficie de nivel cuando
k < 0, va a poder determinar sin problema el caso analogo cuando k > 0 o si no reconoce el

lugar geométrico cuando k < 0, tampoco lo va a reconocer cuando k > 0.

En esta guia se presentaba una pregunta en la que se explicitaba la importancia de justificar la
respuesta. La pregunta ii del literal A: “Dada la ecuacion 4x* — y* + z = 0. Establezca si la
superficie es 0 no es funcién. Argumente su respuesta”. A partir de esta se realizé una red
conceptual con el programa de andlisis cualitativo ATLAS.ti, con el fin de inferir el sistema de
representacién semiético, y los procesos de pensamiento matematico que predominan en los

estudiantes.

En la Figura 4 se observan las transcripciones que dieron los estudiantes a la pregunta en
cuestibn y en la Figura 5 algunas de las categorias establecidas para formar una Red
conceptual para la definicion de funcion de dos variables. Estas categorias se establecieron
entre los sistemas de representacion semiotica (lenguaje usual, representacion tabular,
representacion algebraica y representacion grafica), los procesos en los sistemas de

representacion (conversién, tratamiento, y traduccién), y los procesos de pensamiento

! Coeficiente de correlacién de Pearson (R): en estadistica es una medida de la relacién lineal entre dos variables aleatorias
cuantitativas. Si R cercano a 1 las variables tienden a ser directamente proporcionales, pero si R cercano a —1 las variables
tienden a ser inversamente proporcionales.

2 Coeficiente de determinacion (R?): es simplemente el cuadrado del coeficiente de correlacion de Pearson.
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matematico (argumentacion, conjeturacioén, verificacion, justificacién y formalizacion).
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Figura 5. Red Conceptual elaborada con el programa de andlisis cualitativo ATLAS.ti. Fuente - Autores

A partir de la red construida se puede inferir que los estudiantes tienen claro qué es una funcion
de dos variables, pero para argumentar su respuesta como era lo pedido, dentro de los
sistemas de representacion semiotica, prefieren en su orden: el lenguaje usual, la
representacién gréafica, la representacién algebraica y por ultimo la representacion tabular.
Ademas, dentro de los procesos de pensamiento matematico la argumentacion es el

predominante, y que procesos como la conjeturacion y la formalizacion son escasos.

Para la pregunta iii del literal A, y la pregunta i del literal B ambas direccionadas a
construcciones en GeoGebra se pudo destacar que todos los estudiantes realizaron la
Animacion de superficies de nivel y un 87,5% de los estudiantes la Animacion de curvas de
nivel. Durante la socializaciéon de acuerdo a las comunidades de practica, expresaron que a

diferencia de lo que percibieron en el salon de clase cuando se desarroll6 la tematica
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analiticamente, las superficies de nivel resultaron mas faciles de construir que las curvas de
nivel. En la Figura 5y en la Figura 6 se pueden ver las construcciones concluidas de uno de los
grupos.

Figura 6. Construccion de los estudiantes “Animacién de superficies de nivel”

Conclusiones

1. La integracion en el taller de los diferentes registros de representacion semidtica, la teoria
de resolucion de problemas y la visualizacion, propician el aprendizaje de las superficies
cuadricas y sus elementos a partir de exploraciones algebraicas y graficas con mediacion
tecnoldgica, de una forma diferente a la usual.

2. La visualizaciéon en el proceso de estudio y de aprendizaje de las superficies cuadricas,
alcanza el nivel de visualizacion dinamica cuando se permite la interaccion del estudiante
con la tecnologia, construyendo dibujos dinamicos en GeoGebra.

3. Se proporciona el espacio apropiado para que los estudiantes fortalecieran Ila
generalizacion, cuando se expresaban las familias de curvas y de superficies de nivel
pedidas en la guia.

4. Los estudiantes presentaron los argumentos de que la superficie si era funcién, a partir de
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los cuatro sistemas de representacion semiética. En este proceso se muestra una buena
comprension en el transito de la representacion gréafica al lenguaje usual.

5. La motivacién y dominio en las construcciones en el programa GeoGebra se pudieron
constatar, al observar que, en la vista grafica, los estudiantes escribieron los nombres de los
lugares geométricos y las restricciones para k, ademas de personalizaciones en diferentes
colores.

6. Es escasa la percepcion que tienen los estudiantes de la cuarta dimension, cuando se
trabaja con funciones de tres variables.

7. Los referentes tedricos para la construccion del taller: resolucion de problemas,
visualizacion, uso de las tecnologias y comunidades practicas de Wenger, y su integracion
en este, permite el aprendizaje de curvas y superficies de nivel para generalizar familias de

secciones conicas y de superficies cuadricas.
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