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RESUMEN

En este articulo se brinda una vision de los polinomios ortogonales discretos de Krawtchouk y
Tchebichef, los cuales tienen disimiles aplicaciones en el trabajo con imagenes digitales. Se
comienza dando una breve introduccion histérica y seguidamente se resume la teoria de estos
polinomios. Finalmente se presenta un breve apartado con algunas de las aplicaciones mas
significativas de estos polinomios en el trabajo con imagenes digitales.

PALABRAS CLAVE: Iméagenes digitales; ortogonal; polinomios de Krawtchouk; polinomios de
Tchebichef

ABSTRACT

In this article, there is an overview of Krawtchouk and Tchebichef’s orthogonal discreet
polynomials, which have dissimilar on-the-job applications with digital imagery. A brief historic
introduction is given, and then, the theory of these polynomials is summarized. Finally, a brief
section with some of the most significant applications of these on-the-job polynomials with digital
imagery is presented.
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INTRODUCCION

Los momentos ortogonales definidos en términos de un conjunto de base ortogonal son una de
las herramientas mas importantes en el analisis de imagen (Zhu, H., 2012) debido a su
potencialidad para representar imagenes digitales con la cantidad minima de redundancia en la
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informacion. Los momentos Legendre y Zernike para la reconstitucion de imagen han sido
extensamente estudiados en (Zhu, H., 2012; Chong, C. y Raveendran, P., 2007; Chong, C. et al.,
2003; Hu, B. y Liao, S., 2013; Elshoura, S. M. y Megherbi, D. B., 2013). Sin embargo, estos
momentos usualmente involucran dos clases de errores inherentes en las imagenes digitales con
un alto costo computacional. Estos errores son: la aproximacion discreta de las integrales
continuas, y la transformacion del sistema de imagen coordinada en el dominio de los polinomios,
ver (Bayraktar, B. et al., 2007).

Para solucionar exitosamente este problema, se han introducidos los momentos Krawtchouk y
Tchebichef en el campo de analisis de imagen (Zhu, H., 2012; Bayraktar, B. et al., 2007; See, K.
W.,2007; Yap, P., 2003). Evidentemente, la implementacion de los momentos ortogonales
discretos no requieren cualquier aproximacién numérica desde que el conjunto de la base es
ortogonal en el dominio discreto del espacio de coordenada de la imagen (Bayraktar, B. et al.,
2007).

Teniendo en cuenta lo expuesto anteriormente en este trabajo se realiza un resumen de los
momentos discretos de Krawtchouk y Tchebichef y sus aplicaciones en el trabajo con imagenes
digitales.

DESARROLLO

BREVE RESENA HISTORICA DE LOS POLINOMIOS ORTOGONALES

La teoria de funciones especiales es bien conocida por su importancia dentro de la Fisica -
Matematica y, mas concretamente, la de los polinomios ortogonales por su aplicacion en las
mas diversas areas de la ciencia actual. Entre ellas se encuentra la teoria de numeros, el
analisis numérico, la teoria de operadores, la teoria de representacion de grupos y la mecanica
cuantica. De hecho, el estudio de forma sistematica de tales funciones comienza a finales del
siglo XVIII cuando se trataban de resolver problemas relativos a la mecanica celeste. Estas

funciones son solucién de la ecuacion diferencial de segundo orden:

§(x) Zry(x) + @) Zy(@) + y(x) = 0

dx®
donde & y 7 son polinomios de grado a lo mas 2 y 1, respectivamente, y i1 es una constante.
La teoria de polinomios ortogonales, ademéas de estar estrechamente relacionada con las
ecuaciones diferenciales, también esta vinculada con la teoria de aproximacion y la de
fracciones continuas, es mas, la conexion con esta ultima dan lugar al nacimiento de la teoria

general sobre polinomios ortogonales.
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Los trabajos de Thomas Jan Stieltjes Jr. (1856-1894) sobre fracciones continuas permiten ver
de una manera clara dicha relacion con los polinomios ortogonales. Mas concretamente,
Stielties en su famoso ensayo Recherches sur les fractions continues, publicado
postumamente, desarroll6 la teoria general de las S-fracciones. Stieltjes prob6 que bajo ciertas
condiciones sobre sus parametros, la sucesion de denominadores, {p, } =0, de dichas
fracciones formaban una sucesion de polinomios ortogonales.

Ademas de los trabajos de Stieltjes, se deben destacar también los realizados por el
matematico Tchebichef, el cual estudié una gran variedad de problemas relacionados con los
polinomios ortogonales, llegando a ellos al tratar de resolver ciertos problemas aplicados.

De ahi que tanto a Stielties como a Tchebichef se les consideren los padres de la teoria de
polinomios ortogonales que estaba por llegar a principios del siglo XX quedando consolidada en
1939 con la aparicion de la monografia Orthogonal Polynomials de Gabor Szegs.

Otras familias de polinomios ortogonales son las siguientes: Los polinomios de Hahn
introducidos por W. Hahn como caso limite de los g-polinomios de Hahn en 1949 y estudiados
en detalle por Karlin y McGregor en 1961 (quienes le dieron el nombre). Los polinomios duales
de Hahn que fueron introducidos por Karlin y McGregor en 1961 a partir de la propiedad dual de
ortogonalidad. Otro ejemplo de polinomios ortogonales son los polinomios de Racah que fueron
introducidos por Askey y Wilson en 1979 al estudiar ciertas funciones hipergeométricas
generalizadas.

Existen muchas otras familias de polinomios ortogonales, por ejemplo, los polinomios
considerados en la tabla de Askey y su g-analogo, los polinomios de Bernstein- Szegs, Freud,
entre otros.

Una vez introducida la resefia historica de los polinomios ortogonales, se describen los
polinomios ortogonales de Krawtchouk y Tchebichef.

POLINOMIOS DE KRAWTCHOUK

Los polinomios discretos de Krawtchouk de orden n, k?¥(x), con 0 <p <1 (Wang, G. B. y
Wang, S. G., 2007), son aquellos polinomios que satisfacen la condicion de ortogonalidad

> KEY WK (D () = pEYS,,

O=x=N

la cual esta explicitamente dado por
; -, —X| _
K;f}ﬂ (x) = 2Fy ( -N ‘P 1): (1)

donde la funcién peso «w?¥(-) y el cuadrado de la norma p** estan dado por

()
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0?0 = (V) pr(1-p)*,

y
) 1—p™ nl
iV __ n
P = (0" (=F) =
" p / (=N),
respectivamente.
Aqui, _F. denota la serie hiper-geometrica ordinaria definida por
Qg e, @, (ay, wr@, ) x"
F, = )
s {bl, s By x) (by, ... b)), k!
k=0
donde

(ay e = | | @

1=i=r

y (), denota el simbolo de Pochhammer [2], también se le denomina factorial desviado,
definido por
.= [[ G+ mz1 @o-1
O=jsn—1

Ciertamente, {a;}i-; ¥y {b}.}s_' , son numeros complejos que cumplen la condicion b; # —n con
_;| =

neN\ {0}paraj = 1,2,..,s.
Ademas, estos polinomios satisfacen la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden

(ecuacion de tipo hiper—geomeétrica)

(1—p)x A VKDY (x) + (N, — x)AK?Y (x) + nk2V(x) = 0,
asi como la relacion de recurrencia de tres términos

—xK2V (x) = p(N —m)KZ (%) — [p(N — p) + n(1 — p)]KZ" (x) + n(1 — p) K77 (x),
n=1

con las condiciones iniciales Kg””(xj =1y Kf’”(xj = (Np — x)(Np)~. Este resultado es usado
para calcular los polinomios de Krawtchouk de orden superior. Aqui, A y V¥ denotan los
operadores en diferencias progresivas y regresivas definidos por Af(x)=f(x+1)—f(x) y
VFf(x) = f(x) — f(x — 1), respectivamente.

Segun algunos autores (Yap, P., 2003; Barmak, S. A. y Jan, F., 2014) el célculo de los

momentos ortogonales de Krawtchouk usando (1) presenta las fluctuaciones numéricas y por

tanto, proponen utilizar una versiéon mas estable, dada mediante
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wF (x)

EPY(0) =KV (0) [,
N Pn
la cual satisface la siguiente relacion de recurrencia de tres términos (Hu, B. y Liao, S., 2013)
a,(Np — 2np + n — KV (x) = p(n — N)EZ (x) + B,n(1 - PR (1), n=1,

con las condiciones iniciales

=N N1
Ky~ () = w?¥(x)p ™,

y
B (x) = (Np — x) (Np) ¥ (x) (1 — p) (Np) %,
donde
n= e
y

_ |1—p)(ntiin
Bn= | o

o d\ll pr(N— ”}:.1.

POLINOMIOS DE TCHEBICHEF
Los polinomios discretos de Tchebichef de orden =, t¥ (x) (Wang, G. B. y Wang, S. G., 2007),
son aquellos polinomios que satisfacen la condicion de ortogonalidad

PRRAGEG R L.

O=x=N—-1
el cual esta dado implicitamente por

—n,—x, 1+ n 1)

2=0-N, 5B (. N )

donde el cuadrado de la norma esta dado por
N+n )

P = (2n)! (En +1
Ademas, estos polinomios satisfacen la siguiente ecuacion diferencial de segundo orden
(N — x)AVEY () + (N — 1 — 2x) AtV (x) + n(n+ 1)t¥(x) = 0,
asi como la relacion de recurrencia de tres términos
Cn+1)2x—N+ DtV (x) = (n+ DY, () + n(n? —nD)tV ,(x), n=1,
con las condiciones iniciales t)(x) =1y t{(x)= 2x— N+ 1. Esta relaciéon de recurrencia es

usada para calcular los polinomios de Tchebichef de orden superior.
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Segun [44] el conjunto de polinomios definidos por (2), no es apropiado para momentos definidos

desde el valor (2) hasta n™. Para solucionar este problema, se introdujeron los polinomios

modificados de Tchebichef, definidos por

=N E’}' :'

) Fn

la cual satisface la siguiente relacion de recurrencia (Prattipati, S., 2015)

E¥(x) = (0F, x + 6 JEN , (x) + 6 EV_,(x), n=2,

Imntn—2

con las condiciones iniciales t;¥ (x) = 1/VN y

Mx)=02x—-N+1) | N

N(NZ -1
donde
- z - z ] Iz
gy % I|4n -1 gy 1N ||4n -1 y oy _n-1 (2n+1 |x —i{n—1)*
1m nA N*-n®’ £ no 4 NP -n? 3.n n M'Zrz 31‘ NZ—n?

APLICACIONES DE LOS MOMENTOS DE KRAWTCHOUK Y TCHEBICHEF EN IMAGENES
DIGITALES

Los momentos de Krawtchouk y Tchebichef son ampliamente usados en vision por computador y
aplicaciones de procesamiento de imagen (Honarvar, B. y Flusser, J., 2014). Ademas muestran
muchas propiedades atractivas en el campo de analisis de imagen (Yap, P., 2003; Shu, H. et al.,
2010), proyeccion imagen, evaluacion de calidad de la imagen (Wee, C., et al., 2010),
reconstruccion de imagen (Bayraktar, B. et al., 2007; See, K. W.,2007), imagen médica (Dai, X. B.,
et al.,, 2010), marca de agua en la imagen, compresion de imagen (Prattipati, S., 2015),
reconocimiento de patrones e implementacion de software (Wang, G. B. y Wang, S. G., 2007),
etc.

Ciertamente uno de los pioneros en el trabajo con momentos invariantes fue Hu, el cual
introdujo este concepto para el reconocimiento de patrones. Aproximadamente dos décadas
mas tarde Teague propuso los polinomios ortogonales continuos como las funciones bases
para calcular momentos continuos y asi reconstruir la imagen a partir de estos momentos
ortogonales. Teague basandose en la teoria de polinomios ortogonales continuos, demostro
gue la imagen puede ser reconstruida facilmente a partir de un conjunto de momentos

ortogonales, como momentos de Zernike y Legendre los cuales han sido extensamente
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estudiados, por ejemplo ( Zhu, H., 2012; Chong, C. y Raveendran, P., 2007; Bayraktar, B. et al.,
2007; Yap, P., 2003; Wee, C., et al., 2010).

Ademas, han sido aplicados en esteganografia, por ejemplo: Elshoura, S. M. y Megherbi, D. B,
(2013) presentaron dos esquemas de ocultamiento de la informacioén con alta capacidad, en los
cuales se puede esconder gran cantidad de informacién en las imagenes de niveles gris con alta
transparencia usando momentos de Tchebichef. Elshoura y Megherbi, propusieron un esquema
seguro con alta capacidad de ocultamiento de la informacion donde son separadas
completamente dos imagenes arbitrarias con gran nivel a escala de gris, una imagen oculta la
informacion y una imagen de autenticacion de la marca de agua es incrustada en los momentos
de Tchebichef de la imagen trasportada con alta imperceptibilidad.

Yap, P., (2003) propuso utilizar los momentos de Krawtchouk como descriptores de imagenes,
gracias a la ortogonalidad discreta de los momentos de Krawtchouk, sus resultados
experimentales mostraron que estan mejor en términos de error de reconstruccion cuando son
comparados con los momentos de Zernike, Legendre y Tchebichef. En el mismo trabajo se
describe el calculo de los momentos de Krawtchouk para una imagen y se presentan dos meétodos
originales que utilizan las salidas de filtros digitales en cascadas derivados de los momentos de
Krawtchouk, el primer método utiliza las salidas del filtro digital para formar momentos
geométricos y a través de estos se obtienen los momentos de Krawtchouk, el segundo método
utiliza una relacion directa para obtener los momentos de Krawtchouk a partir de las salidas del
filtro digital.

En (Wee, C., et al., 2010) se investigan las propiedades de las transformadas de los polinomios
de Tchebichef, demostrando que pueden ser aplicadas en algoritmos de compresion y
reconstruccion de imagenes. Ademas los resultados concluyen que para imagenes en escala de
gris, la Transformada de Tchebichef exhibe mejores resultados que los obtenidos a partir de la
Transformada Discreta de Coseno (DCT).

(Wee, C., et al., 2010) propone un nuevo conjunto de funciones de momentos ortogonales basado
en los polinomios discretos de Tchebichef. En Chong, C. et al., (2003) se analizan aspectos de
reconstruccion imagenes para la compresion de estas y usan la transformada de los momentos de
Tchebichef en lugar de DCT. En Zhu, H., (2012) se desarrolla un nuevo algoritmo de compresion
de imagen que usa los momentos ortogonales discretos de Tchebichef basado en la curva de
Hilbert.

CONCLUSIONES
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1. En este trabajo, se introducen los polinomios ortogonales discretos de Krawtchouk y
Tchebichef.

2. Se formulan los momentos ortogonales que se derivan de las funciones hipergeométricas
de los polinomios de Krawtchouk y Tchebichef.

3. El estudio y analisis de los momentos de Krawtchouk y Tchebichef, muestra que los
polinomios propuestos tienen potencialidades prometedoras, especialmente para el
trabajo con imagenes digitales.
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