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RESUMEN

En este trabajo se analizan aspectos que manifiestan la importancia del uso de la modelaciéon
matematica en el aprendizaje de los estudiantes mediante el uso de una metodologia que guia
el trabajo de solucion del problema planteado mediante el uso de una funcion cuadrética que es
modelada con el uso del método de los minimos cuadrados, el rresultado obtenido propicia el
estudio de los  tiros a puntos situados a  distancias determinadas.
Palabras claves: modelos matematicos, minimos cuadrados, funciones cuadraticas,

lanzamientos a distancia.

ABSTRACT

This work examine aspects that manifest the importance use of mathematical modelation in the
students's learning, by the use of a methodology that guide the work of solution of the problem
presented by means of the use of a quadratic functions that is modeled with the use of the
method of least squares, the result obtained propitiates the study of the throws to points placed
to determined distances.

Key words: Mathematical models, least squares, quadratic functions, long-distance throw.
INTRODUCCION

Desde gque la realidad social es una dimensién importante en el aprendizaje de la Matematica,
el contexto que se encuentra formando parte de ella y de la actividad de los estudiantes es un
campo propicio para las aplicaciones de la Matematica; como consecuencia de esto se
consolida en el @mbito internacional el &rea de investigacion denominada Modelling and
Applications in Mathematics Education . (Blum, Galbraith, Henn y Niss, 2007)
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Lo que favorece que en el aprendizaje de la Matematica se presenten problemas y que estudian
su solucion en contextos significativos para los estudiantes, aplicando en su resolucion la
modelacién matematica como método de solucién, lo que aporta no solo conocimientos sino
también habilidades en el desarrollo del pensamiento matematico para resolver problemas
aplicando la matematica como herramienta de trabajo importante para la preparacion del
estudiante, segun Araujo (2009) la modelacion puede ser entendida como una manera de
resolver problemas de la realidad usando la matematica.

También se puede argumentar la modelacién como una actividad matemética que se desarrolla
en las aulas o fuera de ella y que consiste fundamentalmente en un proceso, que permite a los
alumnos observar, reflexionar, discutir, explicar, predecir, revisar y de esta manera construir
conceptos matematicos en forma significativa, en este proceso, se producen descubrimientos
gue modifican la actuacion del estudiante ante la clase y el estudio de la Matematica,

construyendo su conocimiento sobre la modificacion del anterior.

En este trabajo se entiende por modelacién a la accién de construir modelos y a estos como
objetos que permitan describir un contexto mediante datos relacionados y con el uso de
funciones matematicas; este proceso desempefian una motivacién para el aprendizaje, el uso
de la modelacién en las actividades mateméticas se realiza considerando la modelacion
aplicada a otras disciplinas y practicas de ensefianza y aprendizaje que permiten el uso de
tecnologias informaticas para resolver diferentes tipos de problemas, los aportes de la
tecnologia a la modelacién permite la implementacion de esta como proceso y recurso en el
aula de Matematicas (Villa, 2009, (Villa y Ruiz, 2009).

En este trabajo se presenta la informacion a los estudiantes con el uso de tablas y se resuelve
el problema con o sin el uso de tecnologias informaticas, esto en los problemas de modelacion

es necesario aunque en ocasiones el uso de méetodos matematicos contribuyen a la solucion.

La importancia de la modelacion en el aprendizaje contextual de la Matematica se manifiesta
segun Hitt (2002) debido a que los conceptos matematicos surgen en ciertos contextos, y el
proceso de formalizacion de la Matematica los descontextualiza. Asi una de las tareas del
profesor es recontextualizar los contenidos mateméticos y en ese empefio la modelacion

matemaética es un procedimiento insustituible.

Para la presentacion de la informacion del contexto se utilizardn de forma general las tablas, los
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graficos y los problemas verbales. También se realizara un estudio sobre procedimientos
utilizados para resolver problema en los que se aplique la modelacién de las funciones
cuadraticas que es uno de los modelos que con mayor regularidad se sistematiza en las clases

de Matematica de los diferentes niveles de ensefianza.

La modelacion es un método Matematica que se basa en la aplicacion del método cientifico y
el profesor debe ocuparse de formular problemas contextualizados para que faciliten aplicar y
construir modelos para explicar fenomenos, resolver problemas de otras ciencias, dichos
modelos emergen en contextos que comunmente no ha sido abordados o se abordan desde
una perspectiva diferente al interior estudio, el profesor de Matematica debe promover la
elaboracion e interpretacion de modelos (Villa-Ochoa, 2009), en los que se consideren las

particularidades del contexto y los problemas objetos de estudio.

La complejidad de los problemas y de la modelacibn matematica, vista como un proceso
cognoscitivo, impiden que las acciones para interpretar contextos, construir o interpretar un
modelo no se efectle de manera instantanea en el aula de clase; esas acciones o fases se
conocen en la literatura como ciclo de la modelacion. (Villa, 2007), lo que a veces no facilita la
aplicacion debida de esta en el proceso de ensefianza aprendizaje, sin embargo, las ventajas

gue este proceso ofrece a los estudiantes puede justificar esa aparente pérdida de tiempo.
DESARROLLO

Para la solucion del problema se deben realizar un conjunto de andlisis que contribuyan a que
los estudiantes se relacionen con el contexto objeto de investigacion o de estudio donde se
pueden utilizar herramientas para representar conocimientos, esto posibilita que los estudiantes
puedan enfrentar con éxito la comprension de la construccion del modelo que es una
herramienta tedrica para resolver el problema, luego de esto se utilizan procedimientos con
herramientas matematica y(o) tecnoldgicas para resolver el problema con el uso del modelo
construido, de la cual se desprenden las conclusiones sobre la utilizacion del modelo.

Algunos autores llaman a este andlisis validacion del modelo y luego se procede a las
interpretaciones de la solucion; estas conclusiones deben ser posteriormente interpretadas a la
luz del contexto u otro objeto de investigacion. En la busqueda de la coherencia entre las
conclusiones del modelo y el objeto, se plantean estrategias de evaluacién y validacion. Si
después de la validacion, el modelo esta acorde con el fendmeno o problema, finaliza el ciclo.
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(Villa-Ochoa, 2009), este autor describe el objeto de investigacion como fendmeno o problema.

Las fases para algunos autores se denominan etapas y constituyen elementos que integran las
partes de una metodologia que organiza de forma logica las tareas que realizan los
investigadores y estudiantes para resolver el problema, estas estan relacionadas con el tipo de
problema y los procedimientos de solucion, en este trabajo se usara una metodologia sencilla
conocida como de la modelacion matematica. Y los problemas se contextualizaran a la

actividad propias de la educacion fisica y el tiro de pelotas.

También se debe considerar que la solucion del problema debe ser utilizada para tomar una
decision que implique una mejora en los resultados en el caso objeto de estudio la decision
técnica esta encaminada a disminuir la altura del tiro buscando una mayor rapidez en la llegada

de la pelota al receptor del tiro.
Las etapas que se cumplimentan en esta metodologia son las siguientes.

a) Estudio del contexto.

b) Detectar o simular problemas y formularlos.

c) Construir el modelo.

d) Aplicar procedimientos de solucion.

e) Revisar el procedimiento y la solucién obtenida.
f) Interpretar la solucidén considerando el contexto.

g) Tomar la decision.

Es preciso plantear que la presentacion de una metodologia no es para precisar al estudiante a
realizar la solucion de una forma determinada sino para contribuir al desarrollo del pensamiento
I6gico a partir de una propuesta inicial del ordenamiento del trabajo, como se puede observar

hay etapas que se pueden realizar simultaneamente.

En esta metodologia existen algunas etapas que usualmente no se presentan en otras, el
analisis del contexto es importante debido a que esto permite analizar y aplicar conocimiento de
otras disciplinas y facilita a los estudiantes comprender el problema a para luego construir el
modelo, también le facilita analizar la solucion y validar el modelo, interpretar la solucion y tomar

la decision.

Es importante precisar que la modelacién se realiza en base a un problema que se desea
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resolver y cuya solucion lleva un mensaje sobre lo que se debe hacer con la solucion
encontrada, en esto el profesor debe de tener especial cuidado, si al formular los problemas no
se plantea este detalle, esto posibilita una mayor efectividad en el aprendizaje del uso de la

Matematica para resolver problemas y fundamenta la importancia de su estudio.

Un elemento de importancia es el registro de representacion de los datos del problema en este
trabajo se pueden adoptar, la representaciéon en lengua natural (castellano), el sistema de
representacion grafica cartesiano, el registro de representacién tabular y el registro de
representacion simbdlico (Huapaya(2012).

La construccién del modelo se logra con la aplicacién de la induccion. usando los ceros que se
presentan en la informacion registrada y componiendo los factores, si bien este método en
ocasiones no posibilita la representacion de modelos para ello es posible entonces la aplicacion
de otros métodos como los minimos cuadrados que permiten ajustar una curva para resolver

problemas determinados (Cruces, 2018; Bell, sf).

La revision del procedimiento y la solucién es una accion que facilita segun el planteo de Polya
(1954) que los estudiantes fijen como construir modelos y puedan aplicarlos a problemas

posteriores que se presenten en su actividad practica.

El planteo de la solucidén en consideracion con el contexto es el acto de darle sentido practico al
resultado o sea contextualizar la Matematica que muchas veces en el proceso de aprendizaje
estd descontextualizada y que los problemas en contextos le permiten al profesor

contextualizarlas.

La toma de decision es un acto importante que le indica al estudiante el porqué de la necesidad
de resolver un problema, en estudios realizado por el autor permite comprender el porqué de la
importancia de las Matematicas. la universalidad de su presencia en la sociedad y de ahi la

importancia de su aprendizaje y aplicacion como herramienta de trabajo.

La comprension sobre su uso como herramienta de solucion de problemas es uno de los
grandes dificultades que tiene el aprendizaje de la Matematica debido a ello los estudiantes no
valoran completamente la importancia de sus contenidos, por su parte los profesores muchas
veces solo ven lo que se refiere al desarrollo del pensamiento 16gico y no como se aplican sus

contenidos para resolver problemas matematicos y en otras disciplinas o asignaturas, sin
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aprovechar la ocasion para generalizar ain mas la importancia de la Matematica.

Estas mismas ocasiones pueden ser utilizadas para desarrollar clases entre disciplinas en las
cuales se mezclen contenidos de otras disciplinas, porque siempre en los procesos de
modelacién se presentan dos tipos de contenidos, el propio de la actividad Matematica y el que
se refiere al contexto, situacidon que bien aprovechada puede ser un punto importante para el

desarrollo de procesos de motivacion y el aprendizaje de esta disciplina.

Para aplicar los aspectos referidos a la modelacion de problemas utilizando funciones
cuadraticas, se plantea el caso de analisis referido a modelar el tiro de la pelota desde el center
Field al receptor a una distancia de 171.5 pies, primer elemento que se debe de considerar, otro
elemento es la altura a la que tira el fildeador que es de 5.0 pies. Se asume que a esa altura
comienza el tiro, Considerados estos aspectos estamos en condiciones de plantear un modelo

inicial que tiene la forma de la ecuacion.

La funcion cuadratica es un caso particular de la funcion polinomial que para n= 2 tiene la forma
Y = ax’*+ bx + ¢, donde a,b y ¢ son constantes, al grafico de esta se le llama parabola. También
es importante precisar que en este trabajo se aplica el método de los minimos cuadrados
procedimiento matematico de calculo descrito por Gauss en su estudio sobre el cuerpo celeste
Ceres, este método necesita como minimo tres observaciones y su esencia es eliminar de la

mejor forma posible la diferencia entre los valores reales y los estimados.

Si se considera que c es la altura a la que tira el fildeador y que coincide con el punto de
intercepcion de la curva y el eje x y con base en el analisis realizado, entonces se tienen los

siguientes puntos.
(0, C) =(0,5), que es el punto donde se puede originar la parabola.

(171;0,0) es la distancia que existe entre el fildeador y el receptor, a los efectos de estimar el
modelo es posible estimar al menos dos puntos mas que pueden ser deducidos del gréafico del
tiro, estos puntos los puede absorber el error del modelo que debe estar entre los valores

permisibles.

Los puntos importantes y decisivos en la seleccion de los datos, se refieren al inicio y el final del
tiro y la altura, en los utilizados existen dos pares de datos conocidos y uno que no se conoce,

este se estiman y existen variados métodos para chequear su pertenencia o no al modelo, o su
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grado de aproximacion a los resultados del modelo, e este caso de estudio se trata de la altura
del tiro que fue estimada por una persona situada a 83.0 pies de donde se produce el tiro que

estima paso a una altura de 46 metros.

El andlisis de datos de la modelacion del lanzamiento que se proponen contiene los datos

descritos en tabla 1.

Tablia 1. Tabla de los datos observados.

X Y
0 5
83. 46.
171.52 0

Ahora se aplica el método de los minimos cuadrados mediante el uso del Statgraphic version
XV y se obtienen los siguientes resultados.

Regresién Polinomial - Col 2 versus Col 1

Variable dependiente: Col_2 (Valores deY)

Variable independiente: Col_1  (Valores de x)

Orden del polinomio =2

Tabla 2. Valores del modelo.

Error Estadistico
Parametro Estimado Estandar T Valor-P
CONSTANTE [4,98999 0,00926491 538,59 0,0012
Col_1 1,00005 0,000352347 2838,25 0,0002
Col_1"2 -0,00599996 |0,00000210303 |-2853,01 0,0002

La salida muestra los resultados de ajustar un modelo de una funciion polinomial de segundo
orden se observa en la tabla 2, que describe la relacion entre Col_2y Col_1. La ecuacion del

modelo ajustado es
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Col_2 =4,98999 + 1,00005*Col_1 - ,00599996*Col_1"2

Tabla 3. Valores de significacion del modelo.

Andlisis de Varianza

Fuente Sumade Gl |Cuadrado Medio [Razon-F Valor-P
Cuadrados

Modelo 1534,97 2 767,483 4126095,96 (0,0003

Residual 0,000186007 1 0,000186007

Total (Corr.) |1534,97 3

También el reporte tiene los siguientes tresutados.

R-cuadrada = 100,0 porciento

R-cuadrada (ajustada por g.l.) = 100,0 porciento
Error estdndar del est. = 0,0136384

Error absoluto medio = 0,00513397

Estadistico Durbin-Watson = 1,49608 (P=0,3413)
Autocorrelacion de residuos lag 1 = -0,0174819
Analisis de los resultados.

Como el valor-P en la tabla ANOVA de la tabla 3 es menor que 0,05, existe una relacion

estadisticamente significativa entre Col_2 y Col_1 con un nivel de confianza del 95%.

El estadistico R-Cuadrada indica que el modelo ajustado explica 100,0% de la variabilidad en
Col_2. El estadistico R-Cuadrada ajustada, que es mas apropiada para comparar modelos con

diferente nimero de variables independientes, es 100,0%.

El error estandar del estimado muestra que la desviaciébn estandar de los residuos es
0,0136384. Este valor puede usarse para construir limites para nuevas observaciones, el error
absoluto medio (MAE) de 0,00513397 es el valor promedio de los residuos. El estadistico de
Durbin-Watson (DW) examina los residuos para determinar si hay alguna correlaciéon
significativa basada en el orden en el que se presentan en el archivo de datos. Puesto que el
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valor-P mayor que 0,05, no hay indicacion de correlacion serial en los residuos, con un nivel de

confianza del 95%.

Para determinar si el orden del polinomio es apropiado, primero note que el valor-P en el
término de mayor orden es igual a 0,00022314. Puesto que el valor-P es menor que 0,05, el
término de mayor orden es estadisticamente significativo con un nivel de confianza del 95%.
Consecuentemente, es probable que no sea necesario considerar ningun otro modelo de orden
menor, por lo que se puede afirmar que el modelo describe con adecuados niveles de

significacion el contexto en estudio.

La ecuacion obtenida permite aplicar determinados procedimientos matematicos para obtener
otros valores significativos del analisis de la curva, uno de ellos es la obtencién de los ceros,
gue se obtienen aplicando cualquiera de los procedimientos matematicos utilizados para ello,
aunque este autor recomienda el llamado método del discriminante, que en la actualidad es
poco utilizado por los estudiantes aungque es uno de los métodos mas generales pués resuelve

los problemas de mayores complejidades.

Para verificar ceros, entonces se plantea.

X12= (-b +- Raiz( b2 - 4ac))/ 22

Y se llega a que x;=-4,85y x, =171,525 son los ceros de la curva.

Analice en la figura 1, los puntos fundamentales de la curva para que comprenda la solucion del
problema planteado que el modelo del tiro de la pelota. Observe que el segundo valor coincide

con la longitud del tiro realizado.

También puede ser posible el andlisis de la monotonia. La funcion que describe el tiro realizado
es creciente desde (0;5) hasta (83,33;46,66) indicando que el implemento tirado lleva el impulso

gue le dio el que lo enviblo y representa la fuerza y la velocidad del tiro.

En el intervalo desde el valor maximo hasta el punto (171;0) la funcién es decreciente lo que
indica que disminuye el efecto del que tira y comienza el implemento a caer en forma libre solo

impulsado por la fuerza de gravedad.
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El problema planteado y resuelto con la aplicacion de la modelacién matematica y el método de
los minimos cuadrados contribuye a resaltar la importancia de la Matemética para resolver
problemas que se presentan en la sociedady es una forma de su aplicacién en la cultura fisica y

el deporte.

Este planteamiento de problemas puede ser resuelto con la aplicacion de métodos manuales a
partir de métodos en los que se aplica la factorizacidon pero muchas veces saldran funciones
cuadraticas con un grado de dificultad tan exigentes que pueden hacer imposible el calculo de

la solucién por métodos manuales en este caso este método es muy afectivo.

Figura 1. Gréfico del modelo del caso en estudio.

Conclusion
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debido a la amplia cantidad de problemas que se modelan con esa funcidbn matematica,
permiten describir con niveles adecuados de certezas los lanzamientos de implemento y
realizar algunos andlisis que permitan valorar el efecto de la fuerza con que se tira el

implemento.

El modelo obtenido permite hacer valoraciones reales importantes acerca de la trayectoria del

implemento.
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El caso analizado también permite hacer valoraciones y analisis acerca de la aplicacion de la
Matematica para modelar situaciones de la realidad, lo que puede contribuir a resaltar su
importancia para la ciencia y la sociedad.
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